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Geometri (Lidt Historie)

Geometrien er en del af matematikken. Ordet geometri kommer af greesk, og betyder "jordmaling".
Grunden til dette er, at den &ldste geometri blev skabt af de gamle flodkulturer (£gypterne og
Babylonerne), der matte opfinde metoder til opmaling af marker m.m.

I almindelig tale omfatter geometrien arbejdet med figurer eks. cirkler, firkanter og trekanter og
beregninger i disse.

Der findes mange slags geometri. Den mest kendte —  prrarrETETTYES

og den farst udviklede — er euklidisk goeometri, der er F'D E’l _L"BEW i'; L}/Mﬁ ;"\/}/ Hg & 3
geometri i planen. Der findes dog ogsa andre et (68 BieaBir | NEes e L CaRIAE
geometrier, sakaldte ikke-euklidiske geometrier, som
bl.a. er geometri i rummet. Disse former for geometri :
forudseetter ikke Euklids femte aksiom (se Euklidisk 7esem: |

geometri). g

De graeske filosoffer, f.eks. Platon, brugte ofte
geometri til at anskueliggare filosofiske g s
problemstillinger. Geometri blev anset for en o '
ngdvendig forudsaetning for filosofisk teenkning. En
vigtig grund til, at de gamle graekere foretrak geometri frem for aritmetik, var at deres talsystem
ikke var sarlig veludviklet.

Et vigtigt fremskridt indenfor geometrien var integrationen af aritmetik og geometri i den sakaldte
analytiske geometri, som matematikeren og filosoffen René Descartes udviklede i sin metodelaere
fra 1637. Her blev koordinatsystemet for farste gang indfert. Geometri fgr dette (syntetisk geometri)
var baseret udelukkende pa elegante og indlysende beviser i visuel form.

En vigtig del af geometrien er trigonometri, der er l&eren om maling af trekanter. Et andet stort navn
her er ogséa Pythagoras.

Den euklidiske geometri bygger pa et antal postulater (kaldet aksiomer) som ikke kan bevises; for
eksempel begrebet "et punkt" og at der gennem to punkter kan treekkes én og kun en ret linje.

Euklid

Den enkeltperson der i allerhgjest grad kom til at preege geometrien i
artusinder, var dog Euklid fra Alexandria (denne egyptiske by var “graesk” i
antikken). Vi ved meget lidt om hans liv som kan veere startet omkring 325
f.Kr. og sluttet omkring 265 f.Kr. (video)

Euklid skrev et veerk om matematik, Elementer, bestdende af 13 bgger. Han
gjorde meget ud af at preesentere matematikken pa en strengt logisk made,
med definitioner, postulater, aksiomer (aksiomer beted dengang
"selvindlysende sandheder”), s@tninger og frem for alt beviser for

setningerne.


http://www.youtube.com/watch?v=AxAqvBZrbMY

Den made som Elementer var skrevet pa, kom til at danne forbillede for matematikere helt op til
omkring dr 1900 e.Kr. Ikke al matematikken i Elementer er opfundet eller "opdaget” af Euklid selv;
han kendte til Thales', Pythagoras', Eudoxos' og andres arbejde. Men Euklid praesenterede det i sine
Elementer pa en made der kom til at sta som den endegyldige.

Postulat 1: at man kan traekke en ret linje fra et hvilket som helst punkt til et hvilket som helst
punkt.

Postulat 2: at man kan forlaenge en begrenset ret linje ud i ét.

Postulat 3: at man kan tegne en cirkel med et hvilket som helst centrum og en hvilken som helst
radius.

Postulat 4. at alle rette vinkler er lige store

Postulat 5: at nar en ret linje skerer to rette linjer, og de indvendige vinkler pa samme side er
mindre end to rette, sa mgdes de to linjer nar de forlenges ubegraenset.

Euklids postulater har givet anledning til megen grublen: det sakaldte parallel-postulat (postulat 5)
som udsiger, at der gennem et punkt uden for en ret linje kan treekkes én og kun en ret linje parallel
med denne. Man har siden oldtiden atter og atter forsggt at bevise dette postulat ud fra Euklids
gvrige postulater, men hver gang et "bevis" var fremsat, blev det papeget, at det var et cirkelbevis,
dvs. at man i bevisfarelsen pa en eller anden made var gaet ud fra det, som skulle bevises. Det er
dog nu vist, at Euklids parallel-postulat er uafhaengigt af de gvrige. Hvor parallelpostulatet geelder,
er der tale om klassisk, euklidisk geometri.

Her kan du leese Euklids bgger online
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html

Pythagoras:

Pythagoras fra Samos (582 f.Kr. - 507 f.Kr.) var en graesk filosof, mystiker,
matematiker, musikteoretiker og musikterapeut. (video)

Pythagoras forenede i sin leere matematik og talmystik med musik (bade
udgvelse og teori) og forestillingen om sjeelens udgdelighed.

7)) Pythagoras har lagt navn til den pythagoraeiske leeresetning, men han opfandt
g =4 den ikke, da egypterne kendte den lang tid far ham. Pythagoras seetning angar
AECSECIEE  forholdet mellem lzengden af siderne i en retvinklet trekant. Den lyder:
Summen af kateternes kvadrater, i en retvinklet trekant, er lig med kvadratet pa hypotenusen. |
symbolsk notation: a2 + b2 = ¢2



http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html
http://www.youtube.com/watch?v=meQfI8Yh6k4

En af Pythagoras' studenter, Hippasos fra Metapontum, grundede over kvadratroden af 2. Han kom
ikke frem til nogen brgk, men til et irrationelt tal. Pythagoras forklarede verden ud fra hele tal og sa
Hippasos' pastand som et ketteri. Studenten blev derfor smidt i havet af andre pythagoreeere og
druknede.

Pythagoras giftede sig med en af sine yndlingselever, Theano. Leder for den syriske ny platoniske
skole pa Evboia, Jamblikos, skrev flere bgger om pythagoreaerne, deriblandt at Theano arbejdede
med det gyldne snit. Ansvaret for Pythagoras' efterladte skrifter gik til deres datter Damo; de to
andre dgtre, Arignote og Miyia, skal ogsa have veeret pythagoraeere. Af gamle medlemslister
fremgar, at ca. syv procent af medlemmerne var kvinder.

Trigonometri

Trigonometri (fra greesk trigonon = tre vinkler og metro = male) er en gren af
matematikken der behandler relationen mellem sider og vinkler i trekanter. /1
Hertil er knyttet trigonometriske funktioner som sinus (forkortet sin), t

cosinus (forkortet cos) og tangens (forkortet tan). Alle funktioner er z
defineret i enhedscirklen.

Triangulering

Y
(cost,sint)

Trekants beregninger blev bl.a. brugt til landmaling (triangulering)
(video).

Danmark har veeret kortlagt adskillige gange. De farste forsgg pa at
tegne danmarkskortet skete pa baggrund af iseer sgfolks beretninger
om kystlinjens forlgh. Resultaterne var ofte ret fantasifulde.

Farst da man i 1700 tallet gik over til triangulering, begyndte
kortene at ligne Danmark.

Som navnet antyder, er triangulering en metode, hvor landet dsekkes
at et net af trekanter. Trekanterne leegges, sa der er frit udsyn fra en
trekants vinkelspidser til nabo vinkelspidserne. De trigonometriske
stationer blev anbragt pa markante bakketoppe i form af forankrede
stenblokke.
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Ideen var, at man ud fra én trekantside og vinkelmalinger kunne beregne de andre sider i en trekant.
Nar de var kendte, kunne nabotrekanternes sider beregnes ud fra lutter vinkelmalinger.


http://www.youtube.com/watch?v=YJ--WNsrSS8

Intro til trekantsberegninger

En trekant har tre sider og tre vinkler (video), dvs. der harer i alt seks "stykker" til en given trekant.
Huvis tre af disse seks stykker er givet (mindst ét af dem skal dog veere en side), kan man ved hjelp
af tre matematiske "regneregler” beregne de tre manglende stykker. De tre formler/"regler" er:

o Cosinusrelationen
« Sinusrelationen
e Summen af vinklerne i enhver trekant er 180°

Vinkler

Vinkler males i grader. Fra gammel dag har man inddelt en cirkel i 360°. En ret vinkel er 90°, men
en lige vinkel er 180°. Nar en vinkel er mellem 0° og 90° kaldes vinklen for spids. Nar en vinkel er
mellem 90° og 180° kaldes den for stump. Punkter og dermed ogsa vinkelspidser angives med store

bogstaver. Se nedenstaende illustrationer.

C C
C

Lige vinkel Stump  vinkel Ret vinkel Spids vinkel
A B C A A‘ B' A B

Topvinkler

Pa figuren til hgjre ses to skeerende linjer. Der dannes fire vinkler.
Vinklerne over for hinanden i forhold til skaeringen kaldes for
topvinkler.

Saetning: Topvinkler

Topvinker er lige store

Bevis:

W Tegner to skeerende linjer og angiver de fire vinkler

s v=180—-wogu=180—-w > u=v
w=180—-vogs=180—-v = w=s

Hermed bevist


http://www.youtube.com/watch?v=1SZXrkwoYMI&feature=youtu.be

Ensliggende vinkler
Pa figuren til hgjre ses to parallelle linjer som skeres af en tredje linje. u

De to vinkler, der pa figuren er betegnet u, siges at vaere ensliggende.

Saetning: Ensliggende vinkler

Ensliggende vinkler er lige store

Bevis
u_ Tegner to parallelle linjer og en tredje som skerer. Angiver enkelte vinkler

v Ud fra Euklids 5 postulat ma der gealde at:
v+w=180 2 v+ (180—-u)=180 o v—u=0Sv=u

Hermed bevist

Trekanter
En trekant er i geometrisk forstand en polygon med tre vinkler og tre sider. Sider og vinkler
omtales under ét som trekantens stykker. (video)

B En side der ligger overfor en vinkelspids kaldes for den modstaende
side og betegnes med det samme bogstav som vinkelspidsen (skrives
med lille).

De sider der ligger i vinkelspidsen kaldes for hosliggende sider.

Vinkler skrives med store bogstaver er de modstaende sider med
c vinklens lille bogstav.

Saetning: Vinkelsummen i en trekant

Vinkelsummen i en trekant er 180°.

Bevis: (video)
Lad en trekant veere bestemt ved tre punkter A, B og C. Gennem hver af siderne i trekanten tegnes
en ret linje. Desuden tegnes en ret linje gennem punktet B parallel med siden AC.

Af figuren ses, at A og A1 er ensliggende vinkler, og _
derfor har vi at A = Aj. C, By A
B

C og C1 er ligeledes ensliggende vinkler. Altsa er C = Cy.

Da B og B1 er topvinkler, har viat B = Bq. A C



http://www.youtube.com/watch?v=6QV_3aqfIbE&feature=youtu.be
http://www.youtube.com/watch?v=U9LKJGBsjZk&feature=youtu.be

Af figuren fremgar det, at A1 + By + Cq = 180°.

Men da A= A1, B=B10gC =Cq,s&galder der ogs, at A + B + C = 180°.
Hermed bevist.

Lav opgave 111 side 153, opgave 112 side 153 og vinklerne i opgave 113 side 153

Saetning: Arealet af en trekant

Arealet i en trekant er givet ved formlenT =% -h- g

Bevis: (video)
Konstruer to kongruente trekanter (to helt ens trekanter). Leaeg de to trekanter sammen, sa de danner
et parallelogram (som har parvis parallelle og lige lange sider).

De modstaende vinkler er lige store, og de fire vinkler er tilsammen 360°. Ethvert parallelogram
kan omdannes til et rektangel eller kvadrat.

Areal=L - B

r——
|
|
|
|
I

L L |

Dermed ma arealet af en trekant veare halvdelen af en et rektangel eller kvadrat. Hermed bevist

Lav evt. trekantsberegning_udg2.pdf side 2 og 3
opgave 113 side 153, opgave 116 side 153 og opgave 120 side 153



http://www.youtube.com/watch?v=4RVotV2-4q0&feature=youtu.be

Retvinklet trekant
I en retvinklet trekant er den ene vinkel 90° og det markeres med et hak.

. : . B
Ofte navngiver vi den rette vinkel med et C.
C
Den lzengste side i trekanten kaldes for hypotenusen og er den :
modstdende side til den rette vinkel. A 5 C

De to hosliggende sider til den rette vinkel kaldes for kateter.

Saetning: Pythagoras lerersatning

I en retvinklet trekant ABC galder der at a* + b? = ¢, hvor a og b er kateterne og ¢ er hypotenusen.

Bevis: (video)

Vi tager vores retvinklede trekant ABC som vist ovenfor
0g konstruere nu kvadratet til venstre ved blot at dreje
trekanten 90° over 4 gange.

Vi kan regne arealet af det store kvadrat ud pa to mader.
Som stort kvadrat: (a + b)? = a? + b? + 2ab
Nu kigger vi pa de fire trekanter og firkanten i midten.

Vinkel x er:
180° - (90° -v) -v =180°-90° + v —-v =90°

Da det er ens for alle fire hjerner har vi et kvadrat i midten.
Samler vi arealet for alle figurerne fas 4- % -b-a+c?=2-b-a+ c?
De to arealer ma vare lige store. Derfor ma der geelde: a? + b2 +2-a-b=2-a b+ c?

Hvilket giver a? + b? = ¢2. Hermed bevist

Lav evt. trekantsberegning_udg2.pdf side 4 - 9
opgave 118 side 153, opgave 119 side 153 og opgave 121 side 153

Se eventuelt http://www.youtube.com/watch?v=-aSmkQGXjlc&feature=player embedded
fra www.frividen.dk



http://www.youtube.com/watch?v=CXVZ9Nd4W6k&feature=youtu.be
http://www.youtube.com/watch?v=-aSmkQGXjIc&feature=player_embedded

Ensvinklede trekanter (ligedannede)
To trekanter er ensvinklede nar de har parvis lige store vinkler (video). (link)

B1
e DB c' ~760° o
607,
30° 30°
A b cC A b’ C!

Definition om ensvinklede trekanter
al=a-k = k=—
bl=b-k S k=—
cl=c-k S k=—

Samlet geelder der at der geelder falgende k = %1 = % ==

a/

Eksempelvis:

Pa figuren ses en model af et trekantet reekvaerk ADE pa
en rutchebane Det oplyses, at DE og BC er parallelle
samt at |JAE|=6, |JAC|=2 og |BC|=0.5. Bestem |DE|

Da trekanterne ABC og ADE er ensvinklede da A er
feelles. Vinkel ABC og vinkel CBD er lige store s&a ma de
resterende vinkler ogsa veere lige store.

Dermed geelder der et stgrrelsesforhold mellem trekanterne k = g =3

Sa bliver |DE| =3-0.5=1.5

Lav evt. trekantsberegninger_udg2.pdf side 11-14
Lav opgave 124 side 153, opgave 125 side 153



http://www.youtube.com/watch?v=rh0SPXcIoqE&feature=youtu.be
http://posthus.naestved-gym.dk/Fysik-Kemi/Matematik/Geonet8/ligedannet.html

Ligebenet trekant

I en ligebenet trekant er to af siderne lige lange hvilket ger at to af
vinklerne er lige store. Fra topvinklen hvor de to lige lange ben mgdes
falder hgjden, medianen, vinkelhalveringslinje og midtnormalen i en og

samme linje. (video)
De to lige store vinkler kaldes grundvinkler.

Ligesidet trekant
En ligesidet trekant er en trekant hvor alle tre sider er lige lange. Da

alle tre sider er lige lange bliver de tre vinkler lige store, nemlig 60°.
Egenskaben ved ligebenet trekanter geelder i alle spidser i en ligesidet

trekant.

Lav opgave 114 og opgave 115



http://www.youtube.com/watch?v=8NJGmWtBirk&feature=youtu.be

Klassisk geometri
I en hver trekant er der nogle karakteristiske linjer, som hver har deres egne egenskaber. De linjer
som vi vil kigge naermere pa er fglgende:

Midtpunktstransversal: Gar fra midt pa en side til midt pa en anden side.
Median: Gar fra vinkelspids til midt pa modstaende side.
Vinkelhalveringslinje: Laber igennem en vinkelspids og halvere denne.
Midtnormal: En linje der star vinkelret midt pa en linje

Hgjde: Gar fra vinkelspids og vinkelret ned pa modstaende side.

gk~ E

Felles for dem alle er, at der er tre af dem i en trekant.

Seetning: Midtpunkts transversal

En midtpunktstransversal for to sider i en trekant er parallel med den tredje side i trekanten og halvt
sa lang som denne.

Bevis: (video)

Konstruer trekant ABC c

1. Konstruer midtpunktet E pa linjen AB.

Gennem E tegnes nu en parallel linje med BC.
Nu skal vi vise at punktet D ligger midt pa linjen AC

2. DaDE || BC sa er vinklerne AED
og ABC lige store jf.
se@tningen om ensliggende vinkler.

3. Dade har faelles vinkel
A er ABC og ADE ensvinklede.

4. Da E er midtpunkt pa AB ma
skalafaktoren mellem de to A
trekanter veere %2

5. Da ABC og ADE er ensvinklede og skalafaktoren er ¥, ma D vare midtpunktet pa AC, og
dermed er DE en midtpunkts transversal.

6. Da skalafaktoren er %, ma |DE|=Y%2|BC|

Hermed bevist

10


http://www.youtube.com/watch?v=EhcjXDN7nrE&feature=youtu.be

Seetning: Medianer

Medianerne skaerer hinanden i samme punkt.

Skeringspunktet deler medianerne i forholdet 1:2

Bevis: (video)
B

Konstruer trekant ABC

1. Medianerne gennem vinkel A og vinkel C
konstrueres
2. Medianerne skerer hinanden i D
Nu skal vi vise at linjen gennem BD ligger oveni medianen
fraB A
3. Gennem B og D tegnes nu en linje. 5
Punktet H afsattes nu pa denne linje
saledes at [BD| = [DH]| (konstrueres ved
hjeelp af cirklen).
4. Nu er DG midtpunktstransversal i BCH,
sa |DG| =¥ |HC]
5. Tilsvarende ma der geelde at [DF| = %
|AH
6. Firkant ADCH er et parallelogram (da
AG er parallel med HC og CF er parallel
med AH). Da diagonalerne i et
parallelogram halvere hinanden, sa ma

punktet E veere midtpunktet pa AC og H
dermed er linjen gennem BE en median.

Nu mangler vi bare at finde forholdet.
7. Da ADCH er et parallelogram ma |[HC| = |AD|, dermed ma |[DG| = % |AD|

Hermed bevist.
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http://www.youtube.com/watch?v=HPDnoqERxyw&feature=youtu.be

Seetning: Vinkelhalveringslinje

Vinkelhalveringslinjerne skarer hinanden i samme punkt.

I skeeringspunktet kan den indskrevne cirkel konstrueres.

Bevis: (video)

VITIG POINTE/EGENSKAB: For et hvert

punkt pa vinkelhalveringslinje galder der, at de
vinkelrette afstande ud til vinklens ben er lige
store. (pa tegning |SP| = |TP|) S
Vi kan se at der dannes to trekanter APS og P Va
APT. Disse er ensvinklede da de begge er rette,
de deler vinkel A og dermed er de sidste vinkler
ogsa lige store. Da adskilles de kun af en
skalafaktor. Denne er 1, da de har samme side,
nemlig |AP|. Dermed ma |SP| = |TP| A T
1. Konstruer vinkelhalveringslinjen til m
vinkel A og vinkel B. Disse to
vinkelhalveringslinjer skeerer
hinanden i D. .
2. For v, gelder der [IDG| = |DF| og
for v, geelder der |DG| = |DE| .

3. Sa ma |DF| = |DE| og dermed Igher
Ve gennem D. De skeerer altsd i e
samme punkt.
4. En cirkel med centrum i D og
radius r = |DG| = |DE| = |DF| vil .
tangere alle tre sider. c
Hermed bevist

Konstruer trekant ABC.

Vi skal nu blot vise at linjen gennem C og
D ogsa er en halveringslinje.

12


http://www.youtube.com/watch?v=_-8N8ry7G2o&feature=youtu.be

Seetning: Midtnormal

Midtnormalerne i en vilkarlig trekant skeerer hinanden i samme punkt.

I skeeringspunktet for midtnormalerne kan den omskrevne cirkel konstrueres.

Bevis: (video)

VIGTIG POINTE/EGENSKAB: Afstanden fra et hvilken
som helst punkt pa en midtnormal, til enderne pa den linje
den er oprejst, er lige store.

Pa tegningen til hgjre ses en linje AB hvor pa en
midtnormal er konstrueret. Der er afsat et vilkarligt punkt
Q pa midtnormalen.

Da midtnormalen er vinkelret pa midtpunktet P ma der
geelde at trekanterne APQ og BPQ er retvinklede.

Vi kan benytte Pythagoras leerersetning (a? + b? = ¢?)
til at bestemme |AQ| og |BQ].

Da |AP| = |PB] og da |PQ| er felles for begge trekanter,
dama |AQ| = |BQ|.

Konstruer nu trekant ABC

1. Konstruer
midtnormalen for
linjen AB og AC.

2. DaD ligger pa
midtnormalen for AB
ma |[DA| = |DB| og
tilsvarende geelder der for D pa midtnormalen for AC at
IDA| = |DC, sa ma |DC| = |DB|. Her af falger at D ligger pa
midtnormalen for AC.

3. Da|DA| =|DB| =|DC| ma en cirkel med radius i D og
radius |DA| ga gennem de tre vinkelspidser.

Hermed bevist
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http://www.youtube.com/watch?v=95_nrj6lM_w&feature=youtu.be

Seetning: Hgjder

Hgjderne i en vilkarlig trekant skaerer hinanden i samme punkt.

Beuvis: (video)
Konstruer trekant ABC

Konstruer de tre hgjder i trekant ABC.
Det ser ud til at de skarer hinanden i
punktet D, men er det tilfeeldet??

1. Parallelt med AC og gennem B
tegnes en linje.

2. Parallelt med BC og gennem A
tegnes en linje.

3. Parallelt med AB og gennem C
tegnes en linje.

4. Nu har vi konstrueret trekant HIJ.

5. Firkant ACHB er et parallelogram
og derfor er |JAC| = |HB|, og
IBCI=[HA|

6. Firkant ACIB er et parallelogram
og derfor er |AC| = |Bl| og |AB|=|ClI|

7. Firkant ABCJ er et parallelogram og derfor er |AB|=|CJ| og |BC|=|AJ|

8. Dermed er [HB| = |BI| og da linjen gennem B er vinkelret pd AC s er den ogsa vinkelret pa
HI (jf. Euklids 5. postulat). Dermed bliver den til en midtnormal for HI.
Tilsvarende kan ses for de gvrige hgjder da |C1|=|CJ| og [HA|=|AJ|.

9. Midtnormaler skeerer hinanden, og derfor ma de tre hgjder ogsa gare det.

Hermed bevist


http://www.youtube.com/watch?v=epqZovbQpis&feature=youtu.be

Vilkarlige trekanter
For at finde formler der gaelder for vilkarlige trekanter, herunder ogsa de specialtilfeelde som lige er
blevet gennemgaet, skal vi farst indfare sinus, cosinus og tangens. (video)

Enhedscirklen

Enhedscirklen er kendetegnet ved at dens radius er
1 1, og centrum er i Origo, altsa (0,0). Vinklen
R mellem x-aksen og “’en radius” benavnes ofte v.

sin (v) Vinklen v males i positiv omlgbsretning (mod uret).

-1 v 1 Skaeringspunktet mellem vinklens ben og cirkel-
buen, kaldes retningspunktet til vinklen v, og
betegnes her med R.

S
cos (V)

Punktet R har koordinaterne (cos(v), sin(v) ),
hvilket betyder, vi kan definere de trigonometriske
funktioner grafisk vha. enhedscirklen:

e cos (V) ’cosinus til vinklen v” er forste-koordinaten til retningspunktet P.

e sin (V) ”sinus til vinklen v’ er anden-koordinaten til retningspunktet P.

e tan(v) “tangens til vinklen v er anden-koordinatet til punktet T. Punktet T fas ved
skeeringspunktet mellem vinkelbenet og den lodrette tangent i x=1.

sin(v)

Tangens kan ogsa skrives som tan(v) =

cos(v)

”Bevis” for tangens

Ud fra ovenstaende enhedscirkel har vi to ensvinklede trekanter, nemlig ARS og ATP.
TP _ AP tan(v) _ 1 sin(v)

Dermed fas el sin(w) _ cos(v)

o tan(v) = cos(%)

Hermed bevist

| Attributter for matematikfelt (Aktuel) [

VIGTIGT: Nspire skal sta til at arbejde i grader da vi ikke har indfart Input og output: |Vis input og output ~ |

radianer endnu. nasscsymbok bl
Cifre i display: [Auto v |

Den enkelte math-boks kan indstilles som pé billedet til hgjre. Hvis du T
o - ! Omslut udt
vil gare det til standardindstilling sa kan du fglge denne video. | ry

1 Vis advarseldarmmm

Lav gvelse 1.1 side 239 og gvelse 1.2 side 239
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http://www.youtube.com/watch?v=G2glVjdVl_Y&list=PLcbd9nnoUdE7YTDzqP6MKxfVC1IpQuRV0
http://www.youtube.com/watch?v=n-qEsFd8Bko&list=PLcbd9nnoUdE7YTDzqP6MKxfVC1IpQuRV0&index=9

Hvis vi skal taste sa kan vi eks. ggre det pa falgende made:

Vi taster blot sin(30) i en Math-boks i Nspire og sa giver den os sin(30) = 0.5

Lav gvelse 1.6 side 241

Vil du se en illustration af enhedscirklen i geometer, sa se her enhedscirklen” (programmet).

Saerlige egenskaber ved enhedscirklen
Specielt geelder der at (video):
Sll’l(180 - U) =sinv ‘ 180-v

sin(—v) = —sin(v) - LV v

cos(180 — v) = —cos(v)

cos v = cos(—v)

tan(v) = tan(180 + v)

Den inverse funktion til sinus er argussinus og skrives som sin™ eller arcsin.
Den inverse funktion til cosinus er arguscosinus og skrives som cos™ eller arccos.
Den inverse funktion til tangens er argustanges og skrives som tan™ eller arctan.
Eksempelvis:
Vi kender sin(v) = 0.8, hvor stor er vinklen.
Vi isolerer v ved at benytte argussinus
sin~!(sin(v)) = sin~1(0.8)
v = sin~1(0.8) = arcsin(0.8) = 53.13

Altsa er en af lgsningerne til sin(v) = 0.8 fundet til v = 53.13°

Ud over denne er der ogsa v = 180° — 53.13° = 126.87° (se ovenstaende) og et multiplum af 360°

Lav gvelse 1.7 side 241
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http://intranet.sctknud-gym.dk/IDrev/HS/geometer/enhedscirklen.gsp
http://intranet.sctknud-gym.dk/IDrev/hs/geometer/geometer.zip
http://www.youtube.com/watch?v=_6Ko3qS4ZkY&list=PLcbd9nnoUdE7YTDzqP6MKxfVC1IpQuRV0

Beregninger med cosinus, sinus og tangens i en retvinklet trekant
Nu da vi har faet indfgrt vores retvinklede trekant med hypotenusen 1, og vi kender til skalafaktoren ved
ensvinklede trekanter, sa er det pa tide at udvide omradet til at gaelde alle retvinklede trekanter.

En tanke kunne jo vaere at vi kunne opskalere vores trekant “enheds”-trekant ved at benytte den nye
trekants hypotenuse som skalafaktor.

Saetning: cos, sin og tan til en spids vinkel i en retvinklet trekant

I en retvinklet trekant ABC geelder

, a , , . . modstdende katete

1. sinA = - eller med ord "sinus til en spids vinkel = !

c hypotenusen.

b . , . . hosliggende katete
2. cosA = - eller med ord "cosinus til en spids vinkel = 99 "

c hypotenusen

a 0 . . . modstaende katete
3. tanA = — eller med ord "tangens til en spids vinkel = , .

b hosliggende katete

Bevis: (video) /

Ud fra enhedscirklen konstrueres en
retvinklet trekant ABC, som ogsa ligger
med spidsen i Origo.

o8}

ATS og ABC er ensvinklede da de begge sin v

er rette og har vinkel V falles. ° -
A cosv S C

Dermed er forholdet mellem siderne ens jf.
tidligere saetning om ensvinklede trekanter:
AB _ BC _ AC

1 sinv cosv

Sa kigger vi pa

AB BC . BC a
1. — == & siny =—=-
1 sinv AB [

AB AC AC b
2. — = S cosv=—=-
1 cosv AB c

BC AC sin(v) cos(v) sin(v) BC a
3. — = S = = =— & tanv = -
sinv cosv BC AC cos(v) AC b

Hermed bevist

Nu kan vi benytte ovenstaende satning til at bestemme gvrige vinkler og sider i en vilkarlig
retvinklet trekant.


http://www.youtube.com/watch?v=KoYbFaEnEoI&list=PLcbd9nnoUdE7YTDzqP6MKxfVC1IpQuRV0

I Nspire kan vi lgse en teenkt opgave saledes. Vi far givet en retvinklet trekant med hypotenusen
7.77cm og vinkel A er 32°. Bestem de resterende sider og vinkler.

=~ Opgave 1

Pa figuren til hgjre skal jeg bestemme de
ovrige stykker.

Da ABC er ret kan jeg finde dem ved:
Forst siden BC.

b
solve sin(32)= < ,be| » be=4.11747
7.77

Altsa er siden BC=4.12

Siden AC

solve(cos(32)= 2

o £ £QOAAR
,ac| > ac=6.58933
7.77

4.11747
Eller solve(tan(32)=—,ac) > 2c=6.58933

ac

Altsa er siden AC=6.59

Vinkel B
180-32-90 * 58

Altsa blev vinkel /£ B=58°

lcm

B

7.77 cm '
90°

A €

Jeg prever nu at bestemme vinkel B uden at benytte
vinkelsummen.

Jeg skal her indfere en betingelse, nemlig at b skal
ligge mellem 0 og 90 grader. (overvej hvorfor)

solve|

6.58933
Sin(b)zi,b)|0<b and 5<90 » 5=57.9999
%927

Pga afrundinger fik vi ikke helt de 58 men taet nok
pa.

Oftest vil man bestemme den sidste vinkel ved vinkelsummen, men for at illustrere angivelsen af en

betingelse viste jeg ogsa denne.

Lav opgave 224 side 262, opgave 226 side 262, opgave 227 side 262, opgave 230 side 262 og

opgav 231 side 262

Skeaevvinklede trekanter

Her behandles alle trekanter under ét.

Hvis man kender tre ”stykker” — vinkler eller sider i en trekant, kan man bestemme de gvrige. Dette
geelder dog ikke hvis man kun kender de tre vinkler.

@velse: Overvej hvorfor man ikke kan sige noget ud fra tre kendte vinkler.

Da vi gennemgik hgjder sa vi at der var tre hgjder i en trekant, sa ud fra vores viden om at arealet af

en trekant kan skrives som T = % ‘h-g

Dette giver os nu fglgende tre mader at skrive arealet pa

1
T=§'ha

1
T:Ehb

1
T:E'hc

Q

oy

o

Dette udvider vi til at bruge vores nye viden om sinus i retvinklede trekanter.
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Satning: Arealet af en trekant

Arealet af en vilkarlig trekant er

T=%-a-b-sinC a og b er hosliggende sider til vinkel C
T=%-b-c-sinA b og c er hosliggende sider til vinkel A
T=%-c-a-sinB a og c er hosliggende sider til vinkel B

Bevis: (video)
Konstruer en trekant ABC og indtegn hgjden hy:
Avrealet af trekanten er givetved T = % -h-g=1%-hy - b

e Huvis hgjden falder indenfor trekanten (1):
Kig pa trekant BCD. Hgjden hy, kan skrives som

. hy :
smC=7 & hy =sinC-a

e Huvis hgjden falder uden for trekanten (2):
Kig pa trekant BCD. Hgjden hy, kan skrives som

h
sin(180 - €) = — &
sin(180 — C) - a = hy,

men da sin(180 — C) =sinC =
hy, =sinC-a
Dette giver nu uanset hvordan hgjden falder:
T=%-hy-b="%-a-b-sinC

Tilsvarende for de to andre. Hermed bevist

Eksempelvis:

I trekant ABC kender vi |BC| = 7 og |AB| = 4 og vinkel B er A

30°. Bestem arealet 4dcm
T=1%%-a c-sin(B)=1%-7-4-sin(30) = 7 B 39

Altsa blev arealet fundet til 7.

Lav opgave 225 side 262, opgave 235 side 263 og opgave 236 side 263
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http://www.youtube.com/watch?v=OsR6xNMLsfs&list=PLcbd9nnoUdE7YTDzqP6MKxfVC1IpQuRV0

Seatning: Sinusrelationerne

I en vilkarlig trekant ABC geelder der at:

sinA sinB sinC

a b  c

Bevis: (video)

For arealet i en trekant geelder at
T=%-a-b-sinC=%-b-c-sinA=%-c-a-sinB
Dividere vi igennem med % - a - b - ¢ far vi

%-a-b-sinc_%-b-c-sinA_ Y%+a-c-sinB - sinC_ sinA_sinB
%a-b-c Y% a'b-c  Y%hra'b-c c a b

Lighedstegnet geelder stadig selvom vi vender alle brakerne.

Hermed bevist

Sa nar vi kender en vinkel og modstaende side og en tredje oplysning, sa kan vi benytte
sinusrelationerne.

Eksempelvis:

I trekant ABC oplyses det at |AB| = 4, vinkel A er 44,7° og vinkel C er 33,2°.

Bestem |BC|. A
sin(33.2) _ sin(44.7)
4 BC
sin(44.7) - 4
=———7—F———=>5.14
sin(33.2)

Altsa blev linjen BC fundet til 5.14

sin(33.2) _ sin(44.7)
4 BC

I Nspire kunne vi blot taste solve( ,BC)

Hvis vi skal bestemme en vinkel med solve, er det vigtigt at huske en betingelse

sin(33.2) _ sin(4) A
4 514’

Eks. solve ( )10 < Aand A < 180

Lav opgave 232 side 263, opgave 234 side 263, opgave 239 side 263 og opgave 242 side 263

@velse: Bevis at alle tre vinkler i en ligesidet trekant er 60°
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http://www.youtube.com/watch?v=lJBurRlgPpU&list=PLcbd9nnoUdE7YTDzqP6MKxfVC1IpQuRV0

Satning: Cosinusrelationerne

| en vilkarlig trekant ABC gelder der at:
a?=b%>+c>—2-b-c-cosA
b?=a*+c>—2-a-c-cosB

c?=a?*+b?>—2-a-b-cosC

Bevis: (video)
Vi konstruerer en trekant og rejser en hgjde.

Hvis hgjden falder inden i trekanten:

Vi bruger Pythagoras pa BCD og opstiller (1)
h2+((b—-x)2=a®> & hi+b*+x>—-2-b-x=a% (1)

Vi bruger Pythagoras pa ABD og opstiller fglgende
x2+hi=c? © hi=c?—x?

Indsetter hZ i (1)
c2—x2+b?*+x>—-2'bhx=a®> © a?=c?*+bh*-2-b-x 2)
Vi kigger igen pa ABD for at slippe af med x
X
cosAzz & cosAc=x

Indseetter x i (2)

a’?=c?>+b*>—2-b-c-cosA

Hvis hgjden falder uden for trekanten

B
Vi bruger Pythagoras pa ABD og opstiller (1)
hp+((b+x)?=a®> & hj+b*+x*+2-b-x=a* (1)
h
Vi bruger Pythagoras pa BCD og opstiller falgende i
x2+hi=c?> © hi=c?—x?
o0
2 oo
Indseetter hj i (1) c ) b

c2—x*4+b*+x*+2'bx=0a* &

a’?=c>+b*+2-b-x (2)

Vi kigger igen pa ABD for at slippe af med x


http://www.youtube.com/watch?v=UR_e2co4F3E&list=PLcbd9nnoUdE7YTDzqP6MKxfVC1IpQuRV0

X
cos(180 — A) = - < cos(180 —A)c=x

Men da cos(180 — v) = —cos(v) far vi at
—cos(A)rc=x

Indseetter x i (2). Hermed far vi c? + b> —2-b-c-cosA
Tilsvarende for de gvrige relationer

Hermed bevist

Eksempelvis

| trekant ABC kender er |AB|=5.98, |AC|=12 og vinkel
A=53,3°. Bestem siden |BC]|

a? =122 +5.982 —2-12-5.98 - cos(53.3)

a = +/93,9892 = +9.69
da en leengde ikke er negativ er |BC| = 9.69

5.98 cm

DS

12 ¢cm

Lav opgave 225 side 262 (sider og vinkler), opgave 235 side 263 (sider og vinkler),

opgave 240 side 263 og opgave 243 side 263

En tommelfingerregel: Sa hvis vi ikke kender en vinkel og den modstaende side, sa benyttes
cosinusrelationerne.

22




De fem (seks) trekantstilfeelde
Z
b a
E
A
C
. a
E
A

Tilfeelde 1 lgses ved: (Nspire)
En vinkel ved cosinusrelationerne
En anden vinkel ved cosinusrelationerne

Den tredje vinkel ved vinkelsum

Tilfelde 2 lgses ved: (Nspire)
Sidste side ved cosinusrelationerne
En anden vinkel ved sinusrelationerne

Den tredje vinkel ved vinkelsum

Tilfeelde 3 lgses ved (pas pa! Maske flere

lasninger): (Nspire)
En vinkel ved sinusrelationerne

Den tredje vinkel ved vinkelsum

Sidste side ved sinusrelationerne

Z Z
a
b b
E
A A
Q [
C
a
b
E
A
c

Tilfeelde 4 lgses ved: (Nspire)
Den tredje vinkel ved vinkelsum
En anden side ved sinusrelationerne

Sidste side ved sinusrelationerne

Tilfeelde 5 lgses ved: (Nspire)
Den tredje vinkel ved vinkelsum
En anden side ved sinusrelationerne

Sidste side ved sinusrelationerne

Tilfeelde 6 (kan ikke lgses)

Tre kendte vinkler. Trekanten kan skaleres
uendeligt.

Se link "Nspire” for at se en mulig konstruktion i Nspire.

Lav opgave 249 side 264, opgave 250 side 264, opgave 251 side 265 og opgave 252 side 265



http://www.youtube.com/watch?v=zQTBDp61sBY&list=PLcbd9nnoUdE7YTDzqP6MKxfVC1IpQuRV0
http://www.youtube.com/watch?v=4f52gZcOZYY
http://www.youtube.com/watch?v=kktjXylHlhQ
http://www.youtube.com/watch?v=7ZKQrqlHCIo
http://www.youtube.com/watch?v=B-KVkr6vAtw

Funktionerne cosinus, sinus og tangens
Radiantal

| forbindelse med beregninger i trekanter stifter vi bekendtskab med cosinus og sinus. For at kigge
lidt neermere pa disse starrelser vil vi indfgrer et nyt vinkelmal i stedet for grader kaldet radianer
(video).

Definition

Ved en vinkels radiantal forstas leengden af den bue, den spaender over pa en enhedscirkel.

Da omkredsen af enhedscirklener2-m-r=2-m-1=2-7m
Som med grader, ma vi kunne lgbe flere gange rundt. buelcengde
A

Sa med lidt hurtig hovedregning, sa ma

1° = n
180
radiantal=buelengde
o_T
20° = 5
30°=12
6
45° ==
4
90° =2
2
180°=m
360° = 27
450° =52
2
Osv
Eksempelvis:

Radiantallet til en vinkel pa 50° er 50 % = 0.8726.

Sa hvis vi indstiller Nspire til radianer sa vil sin(0.8726) = 0.766
Hvis vi regner i grader sa er sin(50) = 0.766

Kan du se sammenhangen ©

Bestem radiantallet for 60°, 210°, 113° og opstil en formel for omskrivning af gradtal til radianer.
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http://www.youtube.com/watch?v=StDQFjxWBCU&feature=youtu.be

Grafer for Sinus, cosinus og tangens
Vi kan tegne graferne for sinus og cosinus uafhangigt af om vi veelger radianer eller grader, eneste
forskel er at x-akserne er forskellige (video).

Indstiller vi grafvinduet til grader, sa vil en svingning/en periode/en omgang pa enhedscirklen vare
360°.

Indstiller vi grafvinduet til radianer, sa vil en svingning/en periode/en omgang pa enhedscirklen
vere 2 = 6.28.

Grader
y
1 —~
\ / \sm(x)
\10 2 o/sAo 4&540 Gradmal
1t . CcOS(X

Radianer

/ \ \ / \sm(x)
9.4%a77 /28318 Kl 159 {1 59 7318 \42477 Radiantal

~.. COS(X)

Prgv at omsztte graferne til retningspunkter pa enhedscirklen..
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http://www.youtube.com/watch?v=1HzusNf-nrI&feature=youtu.be

Vi kan ogsa tegne tangens som en funktion af x. Her skal vi blot huske pa, at da tan(x) =

da vi ikke ma dividere med 0, er grafen ikke
tilladt vil vi se veerdierne som asymptoter til

Grader

sin(x)
cos(x)’
defineret for cos(x)=0. For hver verdi af x, som ikke er
grafen.

<

10
8
6
4
2

7 /

~ -
L= = 1 = 1

/

rd

/

- ra
e

540 -450 <360 -270 <180 -90 .-

-2
-4
-6
-8
-10

Radianer

0 /_,—5’210 Gradmal
/
[

i 1 [ 1 L-"ff. 1
0 90 .-180 270/{5;60 45

<

-
-~

|
|
/

ey

~L

“,
\"-\.

Radiantal

L L= |"”
942477 = -628318 @ -3714159

L= I"fz ]
314159 = 6:28318 /9%‘247

/

|

HUSK: indstil Nspire til den gnskede en
til radianer hvis

) T T T T T T T T o 3

|
|

hed. En god ide er at regne i grader, og kun skifte
det er pakreevet.... (video)
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http://www.youtube.com/watch?v=n-qEsFd8Bko&list=PLcbd9nnoUdE7YTDzqP6MKxfVC1IpQuRV0&index=9

Sinuskurven generelt

Der gaelder generelt for sinuskurven, at den er pa fglgende form f(x) = a - sin(bx + ¢) + d. Dette
bruges isaer i fysikken. (video)

Konstanterne har specielle betydninger i relation til grafens placering og forlgb. Vi er med andre
ord i stand til at "traekke” i kurven og eller flytte den i koordinatsystemet.

Konstanten d har den virkning, at den forskyder sinusgrafen op og ned, og dermed vil grafen svinge
symmetrisk omkring y = d. Kun nar d = 0 vil grafen igen svinge omkring x-aksen. Kan

Yo
bestemmes ved d = W

Konstanten a kaldes for amplituden og angiver det maksimale udsving fra symmetriaksen y = d til

maksimum pa grafen. Kan bestemmes ved a = y—ma";y min

Konstanten b kaldes for den cykliske frekvens, og der geelder om denne at b = 2?" Her er T leengden
pa perioden. Den cykliske frekvens angiver antal svingninger pa stykket 2.

Konstanten c er med til at flytte grafen sidevejs.

y
(1.28466, 7.) T (3.37906, 7.)
o s . s
/oo ‘4 /o
/ \ 6 / a\ / \
TN N T
3 | u__-r'/ ! .\\._..—-/ / \\-,___
a*sin(bx+c)+d
oL d
2sin(3x+4)+5
1_
-1.57079 1.57079 3.14159 X

Hvis vi eksempelvis har fglgende data grundlag:

X 0,00 (040 (080 |120 |160 |200 |240 |280 |320 |360 |4,00

y -26,0 | -119 (200 |460 |464 |215 |-10,7 |-26,0 |-13,0 | 18,6 |472

Nu skal vi bestemme konstanterne a, b, ¢ og de.

I Nspire oprettes kunne vi gere det saledes.



http://www.youtube.com/watch?v=hdP4z5ovi6I&feature=youtu.be

Jeqg opretter to lister til sinrusregressionen
1x:={0,0.40.81.21.62.,2.42.83.23.64} » {0,0.40.81.21.62.,2.42.83.23.64}

ly:={-26,-11.9,20,46,46.6,21.5,-10.7,-26,-13,18.6,47.2 }
» {-26,-11.9,20,46,46.6,21.5,-10.7,-26,-13,18.6,47.2 }

Sa foretager jeg regression

SinReg Ix ly: f{x):=stat.RegE qnx)::f{x] » 38,2916 sin(2.23539 (x-0.706688]}+12.1634
MNu kan jeg enten aflzese eller hente mine vaerdier ud

stat.a » 38 291¢ og stat.b = 2.23539 og stat.c = -1.57972 ogstat.d » 12,1634

Perioden kan bestemme wvia nedenstaende graf til 7=2.81
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39,96 | (2.81,-26.1

Altsa fik vi fglgende veerdier:
a =38.2916 09 b = 2.23539 09 c = —1.57972 09 d = 12.1634

Amplituden er 38,29. Den cykliske frekvens er 2.24 (der er altsa 2.24 svingninger pa 2m).
Svingningerne foregdr omkring y = 12,16.

Perioden kan beregnes til T = 2.81

Lav gvelse 6.3 side 44 A2, opgave 46 side 56 A2, opgave 48 side 56 A2 og opgave 50 side 56 A2
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